Unklare Begriffe und Wunschdenken bei Signifikanztests

MATTHIAS MOSSBURGER

Zusammenfassung: Einige der bisher iiblichen Er-
kldrungen von Grundbegriffen sind unzureichend
oder sogar irrefithrend. Dadurch kann sich entgegen
der Logik leicht der Wunsch durchsetzen, dass Signi-
fikanztests fundierte Aussagen tiber Hypothesen lie-
fern. Ich schlage eine Sprache vor, in der man mei-
nes Erachtens gut erkennen kann, was Signifikanz-
tests leisten, und was nicht. !

1 Empirische Ergebnisse

Die Verbreitung von Fehlvorstellungen bei Signifi-
kanztests wurde bereits 1986 von Oakes, und 2001
von Haller, Krauss und Wassner anhand von Fra-
gebogen untersucht, die man Psychologiestudenten
und Dozenten vorlegte. Diese Fragebdgen habe ich
an die Schule angepasst und Schiilern der 12. Jahr-
gangsstufe vorgelegt:

Stellen Sie sich vor, Sie testen eine Nullhypothese Hy
anhand einer Stichprobe. Es stellt sich heraus, dass
das Ergebnis der Stichprobe im Ablehnungsbereich
von Hy liegt, und zwar auf einem Signifikanzniveau
von 5% (Fehler 1. Art). Welche der folgenden Aus-
sagen lassen sich aus diesem Ergebnis folgern? Es
konnen dabei alle, oder nur 5, ..., oder vielleicht
auch keine der Aussagen zutreffen.

1. Es ist bewiesen, dass Hy falsch ist.

2. Die Wahrscheinlichkeit, dass Hy gilt, betrdgt
hochstens 5% .

3. Es ist bewiesen, dass die Gegenhypothese zu
Hy gilt.

4. Man kann die Wahrscheinlichkeit berechnen,
dass die Gegenhypothese zu Hy gilt.

5. Entscheidet man sich nun, Hy abzulehnen,
dann betrdgt die Wahrscheinlichkeit hochstens
5%, dass man sich dabei irrt.

6. Wenn man Hy sehr oft testet, dann erhdlt man
in etwa 5% der Fille ein signifikantes Ergeb-
nis.

Untersuchungen von Haller, Krauss und Wassner
ergaben: 86% der befragten Psychologiedozenten,
die Statistik unterrichten, haben falsche Vorstellun-
gen dariiber, was ein signifikantes Ergebnis bedeutet.

Bei Psychologiestudenten, die sich in ihrem Studi-
um ausfiihrlich mit Signifikanztests beschéftigen und
die bereits eine Statistik-Vorlesung erfolgreich absol-
viert hatten, waren es 100% (siche Krauss und Was-
sner, 2001).

Bei meiner kleinen Untersuchung erkannte nur ei-
ner von 45 Schiilern, dass keine der 6 Aussagen
folgt. Dabei unterrichteten zwei Lehrer eines Gym-
nasiums ihre 12. Klassen zwei Wochen zum The-
ma ,, Signifikanztest*; diese Klassen und ihre Leh-
rer nennen wir im Folgenden a und b. Der Unterricht
in Klasse a orientierte sich am Buch von Distel und
Feuerlein (2010), in Klasse b an Jahnke und Scholz
(Hrsg., 2010). Lehrer und Schiiler wussten, dass am
Ende der zwei Wochen ein Test stattfindet. Lehrer a
kannte den Inhalt des Tests bereits am Anfang der
beiden Wochen, Lehrer b erst am Tag vor seiner
Durchfiihrung. Beide Lehrer sollten ihren ,,gewohn-
ten Unterricht halten. Der Test enthielt nicht nur den
oben angegebenen Fragebogen, sondern auch zwei
Aufgaben zum Signifikanztest im Stil des bayeri-
schen Abiturs. Bei den ,, Abitur“-Aufgaben erreich-
ten die Schiiler im Durchschnitt 81% aller Punkte:
Sie kdnnen zwar Abituraufgaben 16sen, aber Signifi-
kanztests nicht richtig interpretieren.

Das verstindnislose und standig wiederholte Durch-
fiihren von Nullhypothesentests nennen Gigerenzer,
Krauss und Vitouch ,,the null ritual* (2004). In ih-
rem Artikel werden einige Ursachen flr falsche Vor-
stellungen genannt.

2 Ein Unterrichtsgespriach

Meines Erachtens gibt es noch weitere Ursachen.
Darauf weist ein Unterrichtsgespriach hin, das zwei
Tage nach Durchfiihrung des Tests in Klasse a statt-
fand. Ziel dieses Gesprichs war, die falschen Vorstel-
lungen herauszufinden, die hinter den falschen Ant-
worten der Schiiler stecken. Der Lehrer hielt sich
weitgehend zuriick, bewertete nichts, und stellte im
Wesentlichen nur ein paar Fragen. Am Anfang der
Unterrichtsstunde wurde mitgeteilt:

1. Der Fragebogen wurde von der ganzen Klasse
falsch beantwortet.

2. Im Buch der anderen Klasse (Jahnke und

!Tch bedanke mich bei Herrn Prof. Dr. Krauss fiir eine Reihe anregender Gespriche.
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Scholz, Hrsg., 2010) stehen auf den Seiten 140
und 142 falsche Interpretationen von Signifi-
kanztests. 2

3. ,,Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art
ist hochstens 5% bedeutet: ,,Wenn H gilt,
dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass man H,
ablehnt, hochstens 5%“; kurz: Py, (A4) < 5%.

Die Formulierung in 3. tauchte zwar auch in man-
chen fritheren Gespriachen mit der Klasse auf, aber
meistens herrschte die Redewendung des Buches von
Distel und Feuerlein (2010) vor: ,,Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass Hy irrtiimlich abgelehnt wird.

Die Klasse wurde nun aufgefordert, den Begriff
»Fehler 1. Art® moglichst kurz und prizise mit-
tels Hy und A zu erkliren. Die Schiiler nannten
drei Moglichkeiten: ,, Hy wird irrtiimlich abgelehnt”,
,,»A, obwohl Hy* und ,,4, aber Hy*“. Der Lehrer for-
derte eine stirkere Prizisierung: Was genau bedeu-
tet ,, irrtimlich*, ,,obwohl*, , ,aber“? Es sollten nur
noch die in der Logik iiblichen Ausdriicke ,,oder*,
,und®, , nicht®, ,,wenn ..., dann ... und so weiter
verwendet werden. Die Schiiler nannten wieder drei
Moglichkeiten:

1. Hyund 4.
2. Wenn Hy, dann A4 .
3. Wenn 4, dann H, .

In der anschlieBenden Diskussion, wer denn nun
recht hat, wurden auch Schulbiicher benutzt. Dort
findet man Tabellen der folgenden Art:

A A
Hy | Fehler 1. Art

Hy ... Fehler 2. Art

Am Ende der Diskussion stimmte die Klasse tiber
zwei Fragen ab: Was verstehen unsere Biicher unter
einem Fehler 1. Art? 23 von 26 Schiilern waren fiir
,,»Hy und 4. Was versteht ihr selbst unter einem Feh-
ler 1. Art? 24 Schiiler waren fiir ,,Wenn H,, dann A%;
als Grund fiir diese Entscheidung wurde angegeben,
dass Hy bei einem Fehler 1. Art vorausgesetzt wird
(vergleiche 3. Mitteilung am Anfang der Stunde).

AnschlieBend stellte der Lehrer folgende Fragen:
Wenn man ,, Fehler 1. Art* auf diese Weisen festlegt,
was bedeutet dann ,,Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
1. Art“? Etwa P(HyNA), oder P(Hy = A4)? Wel-

chen Sinn hat die Wahrscheinlichkeit einer logischen
Folgerung? Leider blieb keine Zeit, diese Fragen zu
klaren. Die Klasse schien nun ziemlich ratlos zu sein.

3 Ursachen

Die Literatur beschéftigt sich seit mindestens 30 Jah-
ren immer wieder mit Problemen bei Signifikanz-
tests; siche zum Beispiel Birnbaum (1982), Diep-
gen (1985), Stein (1993), Waldmiiller (1998), Buth
(2003), Gigerenzer, Krauss, Vitouch (2004), Diep-
gen (2012). Ich teile die Auffassung, dass ein we-
sentlicher Grund fiir falsche Interpretationen darin
liegt, dass sich entgegen der Logik immer wieder ein
Wunschdenken durchsetzt (siehe Gigerenzer, Krauss,
Vitouch (2004), Seite 400): Eigentlich mochte man
mit Sicherheit wissen, ob eine Hypothese H wahr
ist. Das geht leider nicht, also mochte man wenig-
stens P(H) wissen. Das geht aber auch nicht, zumin-
dest nicht im Rahmen eines Signifikanztests: Er re-
det zwar von Wahrscheinlichkeiten und vom Test ei-
ner Hypothese, aber er liefert nicht das gewiinschte
P(H); siche auch Buth (2003).

Das oben beschriebene Unterrichtsgesprich enthélt
Hinweise fiir eine weitere Ursache: Einige der bisher
tiblichen Erkldrungen der Grundbegriffe sind unzu-
reichend. Wenn Grundbegriffe unklar bleiben, dann
hat es die Logik natiirlich schwer, sich gegen ein
Wunschdenken durchzusetzen.

Die bisher iiblichen Erkldrungen des Begriffes ,,Feh-
ler 1. Art“ werden von vielen Schiilern als ,, 7 und
A aufgefasst, wobei oft nicht genau zwischen ei-
ner Aussage 4 und einem Ereignis 4 unterschieden
wird. Sie kennen auBerdem nur eine Moglichkeit,
Und-Verkniipfungen von Aussagen in entsprechen-
de Verkniipfungen von Ereignissen zu iibersetzen,
ndmlich mit Hilfe von Schnittmengen. Damit landet
man schnell bei dem Missverstindnis, den ,.Fehler 1.
Art* und die Aussage ,, H und 4 als Ereignis H N A
zu interpretieren. Diese Interpretation wird zusitz-
lich durch Tabellen wie im Unterrichtsgesprach na-
hegelegt, die man leicht mit sogenannten 4-Felder-
Tafeln verwechseln kann:

A A
B | P(BNA)

B

Wenn man Andeutungen wie ,,4, obwohl H* (be-
wusst oder unbewusst) als H N A auffasst, dann sind

2 Auf Seite 140 wird P9 (X > 3) ~ 35% so interpretiert: ,,Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Maschine trotzdem ordnungsgeméB
arbeitet, betrigt hdchstens 35%.“ Dabei ist ,,Maschine arbeitet ordnungsgemif* die Nullhypothese, siche Zeile 12 von unten.




»A, obwohl H* und ,,H, obwohl 4 gleichbedeu-
tend, da H NA = AN H. Damit ist auch nicht mehr
klar, ob H, oder A4, oder ob iiberhaupt etwas vor-
ausgesetzt wird (siehe Vorschldge der Schiiler). Ver-
wechslungen zwischen Py (A4), P4(H) und P(HNA)
sind dann kaum mehr zu vermeiden. Daraus ergibt
sich ein weit verbreiteter Fehler bei der Interpretati-
on von Signifikanztests: Man traut ihnen Aussagen
iiber Hypothesen zu, wie etwa P4(H) . Dieser Fehler
steckt hinter den ersten fiinf Aussagen des oben an-
gegebenen Fragebogens. Bei der sechsten Aussage
fehlt die Voraussetzung, dass Hy gilt.

Ich sehe also zwei Hauptprobleme:
1. Ein Konflikt zwischen Wunsch und Logik
2. Unklare Begriffe.

4 Vorschlage

Meines Erachtens sollte man den Konflikt zwischen
Wunsch und Logik mit Hilfe geeigneter Begriffe auf-
heben. Mit geeigneten Begriffen gewinnt die Logik
exakte Aussagen und Folgerungen. Mit geeigneten
Begriffen kann man aber auch Wiinsche klar zur
Sprache bringen und Voraussetzungen genau benen-
nen, unter denen sie erfiillbar sind.

Wer zum Beispiel nur erklrt, dass P(H) ein sinnlo-
ser Ausdruck ist, da H kein Ereignis ist, der spricht
nur davon, wie man sein Ziel nicht erreicht. Das ist
nicht nur unbefriedigend, sondern auch nur die hal-
be Wahrheit: Die Bayes-Statistik verwendet P(H),
und liefert das gewtinschte P4(H). Ich teile die An-
sicht von Krauss und Wassner (2001), Signifikanz-
tests und Bayes-Statistik im Unterricht miteinander
zu vergleichen. Selbstverstindlich sollte man dar-
auf achten, dass ein solcher Vergleich nicht zu Ver-
wirrungen fiihrt, sieche Diepgen (2012). Auch dazu
braucht man klare und geeignete Begriffe.

Bei der Wahl der Grundbegriffe orientiere ich mich
an Krengel (2003), §6.2. Allerdings beschrinke ich
mich auf den Spezialfall, dass nur Binomialverteilun-
gen betrachtet werden.

Definition 1. Ein Signifikanztest (fiir Binomialvertei-
lungen) wird festgelegt durch (bzw. ist ein Quadrupel
bestehend aus)

1. Eine Zahln € N

2. Eine Teilmenge M C [0; 1]

3. Eine Teilmenge H C M

4. Eine Teilmenge 4 C {0;1;...;n}.

Die Zahl n heilt Stichprobenlinge, M heilit Menge
der moglichen Trefferwahrscheinlichkeiten, H heil3t
Hypothese, und A heilit Ablehnungsbereich . O

Eine solche Definition dient der Klarung und Zu-
sammenfassung von Begriffen, {iber die man bereits
ausfiihrlich gesprochen hat. Sie hilt zum Beispiel ei-
ne Entscheidung tiber die Frage fest, ob Hypothe-
sen im mathematischen Modell durch Aussagen oder
durch Mengen dargestellt werden sollen. Auflerdem
kann man Definition 1 als Gliederung und Anleitung
zum Losen von Aufgaben auffassen:

Beispiel 1. Gegeben sei eine Kiste, die entweder
3% oder 10% defekte Schrauben enthilt. Durch ei-
ne Stichprobe der Liange 100 (mit Zuriicklegen) soll
die Vermutung getestet werden, dass die Kiste 3%
defekte Schrauben enthilt.

Einem solchen Text muss man zunichst die wesentli-
chen Informationen entnehmen. In Definition 1 steht,
was wesentlich ist:

1. n=100
2. M=1{0,03;0,1}
3. H=1{0,03}.

Danach kommt die Uberlegung, bei welchen Treffer-
zahlen die Hypothese ,,nicht plausibel* erscheint (4.
Punkt in Definition 1). Im vorliegenden Beispiel hat
A die Form {k;...;100} . AnschlieBend kann man, je
nach Aufgabe und gegebenen Daten, & bestimmen,
oder Py 03(4) berechnen, und so weiter. O

Die Verwendung von H C M und 4 C {0;1;...;n}
macht deutlich, was man bei einem Signifikanztest
berechnen kann, und was nicht: Auf M steht kein
MaB zur Verfiigung, also liefert ein Test keine Wahr-
scheinlichkeiten fiir Hypothesen: Weder P(H) noch
P4(H) sind definiert. Im Gegensatz zu M gibt es auf
{0;1;...;n} die Binomialverteilungen P, mit m €
M , also macht ein Test nur Wahrscheinlichkeitsaus-
sagen tiber Teilmengen 4 C {0;1;...;n}.

AuBerdem kann man jetzt genauer erkldren, warum
Signifikanztests (nach R. A. Fisher) nur dann einge-
setzt werden, wenn man fast nichts iiber eine Situa-
tion weil3. Was bedeutet ,,fast nichts wissen“? Was
miisste man denn wissen? Mit Definition 1 kann
man genau auf die Stelle zeigen, an der etwas fehlt:
Auf M fehlt ein Mall. Wenn man ein MaB} auf M
hitte, dann konnte man mit Bayes das gewlinsch-
te Py(H) berechnen, siche Beispiel 3. Damit kann
auch eine deutliche Grenze zwischen Signifikanz-
tests und Bayes-Statistik gezogen werden, die vor




Verwechslungen schiitzt: Wenn ein Mall auf M zur
Verfiigung steht, dann verwendet man Bayes; an-
sonsten ist man leider auf Signifikanztests angewie-
sen und erhélt nicht das gewiinschte P4(H), sondern
hochstens den vagen Eindruck, dass H ,nicht plausi-
bel erscheint”.

Was ist ein Fehler 1. Art? Es liegt nahe, dass eine
Antwort die folgende Form haben sollte: ,,Ein Feh-
ler 1. Artist...“, oder auch ,,...heift Fehler 1. Art*,
wobei in ,,...“ ein mathematisches Objekt angege-
ben wird. Definitionen in dieser Form sind in der
Mathematik iiblich: ,,Ein Viereck mit 4 gleich langen
Seiten heifit Raute. Erstaunlicherweise findet man
in der Literatur fiir den Begriff ,,Fehler 1. Art* kei-
ne Definition in dieser Form. Zum Beispiel steht in
Krengel (2003), §6.2 lediglich ,,Ist & € H und wird
die Hypothese verworfen, so spricht man von einem
Fehler erster Art.“ Was aber ist ein ,,Fehler 1. Art*?

Die Beschreibung in Krengel (2003) kénnte man
auch so formulieren: Ein Fehler 1. Art tritt genau
dann ein, wenn p € H und x € A4 ; dabei bezeichnet p
die tatsachliche Trefferwahrscheinlichkeit und x die
Trefterzahl in der Stichprobe. Die Aussage ,,p € H
und x € A“ ist dquivalent zu ,,(p,x) € H x A*, also
tritt ein Fehler 1. Art genau dann ein, wenn (p,x) €
H x A. Das erinnert an die Sprechweise ,,Ein Ereig-
nis B tritt genau dann ein, wenn ® € B“. Es liegt also
nahe, H x A als ,Fehler 1. Art* zu bezeichnen.

Hier wird deutlich, dass im Unterricht oft nur ein Typ
von Und-Aussagen genauer behandelt wird: ,,x € 4
und x € B* ist dquivalent zu ,,x € A N B*. Die Und-
Aussage beim Fehler 1. Art ist jedoch von einem an-
deren Typ: ,,p € H und x € 4“ kann nicht mit H N4
angegeben werden, sondern mit H x 4. Eine genaue
Erklarung des Unterschieds zwischen diesen beiden
Typen von Und-Aussagen konnte helfen, falsche In-
terpretationen zu vermeiden (siehe Abschnitt 3).

An dieser Stelle sollte man im Unterricht vor allem
zwei Dinge kléren: Die Frage, inwiefern man einen
Fehler 1. Art als Ereignis deuten kann, und den Um-
gang mit einer Menge von Paaren. Die Schiiler soll-
ten bereits damit vertraut sein, dass Ergebnisse von
zweistufigen Experimenten mit Hilfe von Paaren be-
schrieben werden, etwa beim zweimaligen Werfen
eines Wiirfels: Die Aussage ,,Beim 1. Wurf fallt ei-
ne 5 und beim 2. Wurf fillt eine 3* wird mit dem
Paar (5;3) beschrieben. An diese Schreibweise kann
man im folgenden Beispiel ankniipfen.

Beispiel 2. Die Kiste in Beispiel 1 stammt aus ei-
ner Lagerhalle, in der nur Kisten mit 3% oder 10%

defekten Schrauben liegen. In einem ersten Schritt
wird eine Kiste zufillig ausgewéhlt. (Dummerweise
fehlen einmal wieder simtliche Etiketten.) Ergebnis-
raum des ersten Schritts: M = {0,03; 0,1} . Im zwei-
ten Schritt wird eine Stichprobe wie in Beispiel 1 ent-
nommen. Die Aussage ,In der Kiste befinden sich
3% defekte Schrauben und in der Stichprobe 15 de-
fekte Schrauben* wird mit dem Paar (0,03;15) be-
schrieben. Dieses Paar beschreibt auflerdem (sehr
kompakt!) eine Moglichkeit fiir das Eintreten eines
Fehlers 1. Art, wenn eine Entscheidungsregel mit
Ablehnungsbereich 4 := {7;...;100} befolgt wird.

Der Ergebnisraum dieses zweistufigen Experiments
besteht also aus allen Paaren (p;x) mit p € Mundx €
{0;1;...;100}, das heiit Q := M x {0;1;...;100} .
Ein Fehler 1. Art tritt genau dann ein, wenn (p;x) €
{(0,03;7),...,(0,03;100) } = H x A. Insbesonde-
re ist H x A C Q, also kann der Fehler 1. Art als ein
Ereignis eines Experiments aufgefasst werden. [

Definition 2. Es seien H und 4 wie in Definition 1.
Die Menge H x A heilit Fehler 1. Art. Sprechwei-
se: Ein Fehler 1. Art tritt genau dann ein, wenn
(p,x) € H x A; dabei ist p die tatsdchliche Treffer-
wahrscheinlichkeit und x die Anzahl der Treffer in
der Stichprobe. (Il

Definition 2 habe ich bisher noch nicht in der Lite-
ratur gefunden, und es liegen wohl auch noch keine
Erfahrungen tiber ihren Einsatz im Unterricht vor. Ob
man sie im Unterricht verwendet, hingt unter ande-
rem davon ab, ob man von der Aussage ,,p € H und
x € A“ zur Aussage ,,(p,x) € H x A“ iibergehen soll.
Ich lade zu einer Diskussion tiber Definition2 ein,
und fasse meine Argumente zusammen:

1. In Definition 2 wird der Begriff ,,Fehler 1. Art* als
Name eines Objekts festgelegt. Damit wird die Frage
»Was ist ein Fehler 1. Art?* genau beantwortet.

2. Die bisher iiblichen Erkldrungen des Begriffes
,Fehler 1. Art* fassen viele Schiiler mehr oder we-
niger vage als H N A auf, da sie nur eine Moglich-
keit kennen, Und-Aussagen mit Hilfe von Mengen
darzustellen, namlich mit Schnittmengen (siehe Ab-
schnitt 3). Mit H x 4 kann deutlich hervorgehoben
werden, dass der Fehler 1. Art zu einem anderen Typ
von Und-Aussagen gehort.

3. Wer nur erklart, warum man einen Fehler 1. Art
nicht mit H N A4 darstellen kann, der spricht nur da-
von, wie etwas nicht geht. Befriedigender und auf
Dauer auch einpridgsamer wire es zu sagen, wie es
geht: Mit H x A statt HN A .




4. Die Schreibweise H x A4 sollte keine Schwierigkei-
ten bereiten, wenn sie hauptsichlich als Abkiirzung
fiir etwas bereits Bekanntes verwendet wird: Fiir ei-
ne Menge von Paaren.

In der Literatur werden ,,Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 1. Art* und ,,Risiko 1. Art* als gleichwer-
tig angesehen. Die erste Formulierung halte ich je-
doch fiir irrefithrend: Sie legt nahe, dass es sich da-
bei um die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses na-
mens ,, Fehler 1. Art* handelt, also um so etwas wie
P(,,Fehler 1. Art*) (siche Ende Abschnitt 2).

Definition 3. Es seien H und 4 wie in Definition 1.
Wenn 4 € H, dann heilit P,(A4) ein Risiko 1. Art.
Ein Signifikanzniveau fiir einen Test ist eine obere
Schranke fiir die Menge { P,(4) |h€ H} . O

Ein Signifikanzniveau ist also eine reelle Zahl o mit
folgender Eigenschaft: he H = Py(4) <o.

Die Tatsache, dass Signifikanztests (nach R. A.
Fisher) hochstens ein vages ,,nicht plausibel lie-
fern, wird auf viele Schiiler noch keinen besonde-
ren Eindruck machen, wenn sie es gewohnt sind,
sich auf ,,plausible Argumente* zu verlassen (die
Beschriankung auf ,, Plausibilitdt™ ist zur Zeit sehr
in Mode): ,,H ist nicht plausibel* kann so verstan-
den werden, dass es ,,plausibel“ sei, H abzulehnen;
und wenn ,,plausible Argumente* auch im tibrigen
Mathematik-Unterricht berechtigt sind, dann konnte
man H mit voller Berechtigung ablehnen. Ich fiirch-
te, der Unterschied zwischen einer ,, plausiblen Fol-
gerung “ und einer logischen Folgerung wird im Un-
terricht nicht klar genug herausgestellt.

Daher sollte man anhand geeigneter Beispiele zei-
gen, dass das vage ,,nicht plausibel eines Signi-
fikanztests einen vollig falschen Eindruck von den
tatsdchlichen Verhiltnissen erzeugen kann: Bei ei-
nem Signifikanzniveau von 5% ist es ohne weiteres
moglich, dass P(H) und P4(H) deutlich iiber 50%
liegen. Wer sich nur auf Signifikanztests beschrinkt,
muss auf solche Beispiele verzichten, da dann P(H)
und P4 (H) nicht definiert sind. Wer zum Vergleich
auch Bayes-Statistik behandelt, sollte auf eine ge-
naue Unterscheidung dieser beiden Verfahren achten.
Definition 1 unterstiitzt eine solche Unterscheidung:

Bei einem Signifikanztest liegen Hypothese und
Stichprobenergebnis nicht in einem gemeinsamen
Ergebnisraum, sondern in jeweils getrennten Men-
gen M und {0;...;n}; auf M gibt es kein MaB; damit
sind Ausdriicke wie H N4 und P4(H) sinnlos. In der
Bayes-Statistik verwendet man dagegen ein anderes

Modell: Hypothese und Stichprobe werden als Ereig-
nisse aufgefasst, die in einem gemeinsamen Ergeb-
nisraum Q := M x {0;...;n} liegen; auf M gibt es ein
MabB, also auch auf Q ; damit ist Py (H') fiir Teilmen-
gen A" und H' in Q definiert. Bei einem Signifikanz-
test wiirde es nichts niitzen, Stichproben-Ereignisse
als Teilmengen 4’ C Q aufzufassen, da man dann kei-
ne Wahrscheinlichkeit von 4’ berechnen konnte: Auf
Q fehlt ein MaB.

Beispiel 3. Wenn sich in der Stichprobe des zweiten
Beispiels 7 defekte Schrauben befinden, dann kénn-
ten wir die Hypothese H ablehnen, und zwar auf ei-
nem Signifikanzniveau von Py 3(4) ~ 0,031. Doch
mit welcher Berechtigung lehnen wir H ab? Mit wel-
cher Sicherheit konnen wir sagen, dass H nicht gilt?
Dazu brauchten wir ein MaR} auf M.

Es sei nun zusitzlich bekannt, dass in der Lagerhalle
95 Kisten mit 3% defekten Schrauben, und 5 Kisten
mit 10% defekten Schrauben liegen. Damit hat man
ein MaB auf M und auf Q := M x {0;...;100} .

In der Bayes-Statistik wird die Hypothese ,,Beim
1. Schritt erhdlt man eine Kiste mit 3% defekten
Schrauben” mit Elementen aus € dargestellt, das
heiBt als H' := {(0,03;0),...,(0,03;100)}. Zum
Verstindnis hilft wieder ein Vergleich mit dem zwei-
maligen Wiirfeln: ,, Beim 1. Wurf fillt eine 5* wird
mit {(5;1),...,(5;6)} dargestellt.

Wenn die Trefferzahl x = 7 bekannt ist, dann gibt
es im Rahmen der Bayes-Statistik keinen Grund,
x =7 durch die schwéchere Aussage x € {7;...;100}
zu ersetzen. Das Ereignis ,Trefferzahl 7 wird
ebenfalls als Teilmenge von Q dargestellt: B :=
{(0,03;7),(0,1;7)}. Zugehoriges Baumdiagramm:

O,V yos
H H'

o,(y Xgn
0,979 0,089
B B B B
Mit Bayes folgt
0,95-0,021
Py(H') ~ 72 0,82 .

0,95-0,021+0,05-0,089

Wenn man also zusétzliche Informationen hat, dann
konnte sich herausstellen, dass H’ eine Wahrschein-
lichkeit von 82% besitzt. Wenn man nur die Informa-
tionen eines Signifikanztests besitzt, dann kennt man
nur Py o3(4) ~ 0,031 und wiirde H vielleicht ableh-
nen, weil H ,,nicht plausibel erscheint*. O
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Signifikanztests liefern also nur schwache Indizien
fiir die Frage, ob Hypothesen wahr sind. R. A. Fis-
her, der ,,Vater” der Signifikanztests, schreibt iiber
sein eigenes Verfahren: ,,On the whole the ideas (a)
[...] and (b) that the purpose of the test is to discri-
minate or ‘decide’ between two or more hypotheses,
have greatly obscured their understanding, when ta-
ken not as contingent possibilities but as elements es-
sential to their logic.” (Fisher 1959, S. 42, 1)

Zum Verstindnis der Bayes-Statistik sollte man
natiirlich auch ihren Zweck erldutern: Es geht um ei-
ne Neubewertung von Hypothesen im Lichte neuer
Daten: Vor der Stichprobe in Beispiel 3 kennt man
P(H') = 0,95, nach der Stichprobe Py (H') ~0,82.

Die Uberlegungen in Beispiel 3 kann man auch auf
einfache HIV-Tests iibertragen (vergleiche Gigeren-
zer, Krauss, Vitouch 2004, S. 396):

Beispiel 4. Eine Person wird nur 1 mal auf HIV ge-
testet. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer tatsach-
lich nicht infizierten Person ein HIV-Test positiv aus-
fallt, sei 0,0001, bei einer tatsdchlich infizierten Per-
son 0,9999 . Zugehoriger Signifikanztest:

. n=1

2. M = {0,0001;0,9999}

3. H=1{0,0001} (Person nicht infiziert)
4. 4 ={1} (HIV-Test positiv) .

Wenn ein HIV-Test positiv ausfillt, dann konnte man
H ablehnen, und zwar auf einem Signifikanzniveau
von 0,0001 . Daraus kann man jedoch nicht schlie-
Ben, dass die betreffende Person ,, hochstwahrschein-
lich* infiziert ist: Wenn zusitzlich P(H’) = 0,9999
bekannt ist, dann folgt (mit einer Rechnung wie in
Beispiel 3) Py(H')=0,5. O

Die hier vorgeschlagene Sprache ist auch auf Situa-
tionen anwendbar in denen es zweifelhaft erscheint,
was ein Wahrscheinlichkeitsmall auf M bedeuten
soll:

Beispiel 5. Eine Partei hat die Vermutung, dass
ihr momentaner Stimmenanteil in der Bevolkerung
hochstens 5% betrigt. Es werden 1000 Personen be-
fragt. Signifikanztest:

1. n=1000

2. M ={0;0,01;...;1} (tatsichlicher momenta-
ner Stimmenanteil in der Bevolkerung, gerun-
det auf ganze Prozent)

3. H={0;0,01;0,02;0,03;0,04;0,05}

4. A={70;71;...;1000}.

Man kann sich trefflich dariiber streiten, was ein
Wabhrscheinlichkeitsmall auf M bedeuten soll, und
wie ein zugehdriges ,, Zufalls-Experiment“ aussehen
konnte. Dem mathematischen Modell sind solche
Spekulationen egal: Auf M fehlt ein Mal3, wenn nur
das Ergebnis der Umfrage zur Verfiigung steht.

Wenn sich in der Umfrage 70 Personen fiir die Par-
tei aussprechen, dann konnte man H auf einem Ni-
veau von Py g5(4) =~ 0,003 ablehnen. Die Partei sollte
daraus jedoch nicht den Schluss ziehen, dass sie bei
der nachsten Wahl ,,hochstwahrscheinlich* tiber die
5%-Hiirde kommt. Das mdgen uns vielleicht zahl-
reiche Wahlprognosen und unser Bauchgefiihl nahe-
legen. Man sollte ,,hochstwahrscheinlich {iber 5%
aber nicht mit einer mathematischen Aussage in Rah-
men eines Signifikanztests verwechseln. ([l

5 Wozu Signifikanztests?

Was weill man tiiber die Giiltigkeit einer Hypothe-
se, wenn eine Stichprobe im Ablehungsbereich liegt?
Nichts. Was folgt aus P,(4) < 5%? Nichts. Wo-
zu soll man dann P,(4) berechnen? Um eine Mei-
nung iiber eine Hypothese zu begriinden, die ma-
thematisch aber nicht begriindet werden kann? Sind
Signifikanztests in der Schule iiberhaupt sinnvoll?
Ich fiirchte, Aussagen wie ,,Ich lehne H auf ei-
nem Signifikanzniveau von 5% ab*“ werden in un-
serer Gesellschaft immer wieder dazu benutzt, ma-
thematisch fundierte Erkenntnisse vorzugaukeln. So-
lange Zahlen fiir pseudo-mathematische Argumente
missbraucht werden, solange sollte der Mathematik-
Unterricht dartiber aufklaren, wie wenig zum Bei-
spiel ein Signifikanzniveau aussagt.

Literatur

Birnbaum, 1. (1982): Die Interpretation statistischer
Signifikanz (libersetzt von Giinter Fillbrun). Sto-
chastik in der Schule, Heft 2.

Buth, M. (2003): Anmerkungen zum Testen von Hy-
pothesen. Stochastik in der Schule, Heft 1.

Diepgen, R. (1985): Was Schiiler zum Hypothesen-
testen wissen sollten. Stochastik in der Schule,
Heft 1.

Diepgen, R. (2012): Leserbrief zum Beitrag ,,Hypo-
thesentests und bedingte Wahrscheinlichkeit® von
Renate Motzer (2010). Stochastik in der Schule,
Heft 2.

Distel, B. und Feuerlein, R. (2010): Mathematik 12,
G8 Bayern. bsv




Fisher, R. A. (1959): Statistical methods and scienti-
fic inference. Edinburgh, UK: Oliver & Boyd.

Gigerenzer, G., Krauss, S., Vitouch, O. (2004): The
null ritual. In D. Kaplan (Ed.), The Sage handbook
of quantitative methodology for the social sciences
(pp. 391-408). Thousand Oaks, CA: Sage.

Jahnke, T. und Scholz, D. (Hrsg., 2010): Fokus Ma-
thematik 12, Gymnasium Bayern. Cornelsen.

Krauss, S. und Wassner, C. (2001): Wie man das Te-
sten von Hypothesen einfiihren sollte. Stochastik
in der Schule, Heft 1.

Krengel, U. (2003): Einflihrung in die Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik. Vieweg.

Oakes, M. (1986): Statistical inference: A commen-

tary for the social and behavioral sciences. Chiche-
ster: Wiley.
Stein, G. (1993): Schwierigkeiten mit der Nullhypo-
these. Stochastik in der Schule, Heft 1.
Waldmiiller, B. (1998): Was sagen signifikante Er-
gebnisse? - Zu einem Beispiel aus der Zeitung.
Stochastik in der Schule, Heft 3.

Anschrift des Verfassers
Matthias MoBburger
Hans-Leinberger-Gymnasium
Jirgen-Schumann-Strafie 20
84034 Landshut
mossburger.hlge@egmx.de

Stochastik in der Schule 34 (2014) 1, S. 8-12



